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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES Dunte : 4 heares

1980

Les calculatrices programmables et alphanum'ériques sont autorisées, sous réserve des conditions définies
dans la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Notations :

Dans tout ce probléme n et N sont deux entiers naturels non nuls.
o E est I'espace vectoriel CN.

o £ (E) est I'algtbre des endomorphismes de ’espace vectoriel E.

On note 0 I'endomorphisme nul et e "endomorphisme identité.

e C [X] est l'algibre des polyndmes & coefficients dans C.
C, [X] est le sous-espace vectoriel de C [X] constitué des polyndmes de degré inférieur ou égal & n.

o Etant donné f € £(E) et P = >ﬂ a, X*
el
k=0
on désigne par S, (f) I'ensemble des valeurs propres de f,
par R (f) 'ensemble {g € £ (E) | g* =S} ,.
et par P (f) 'endomorphisme de E : P() = Z a, - f* (avec la convention f° = ¢).

kw0

o F et G étant deux sous-espaces vectoriels supplémentai j
lement & G, Fendormomshiom oy oracls tei);; urenc:n aires de E, on appelle projecteur sur F paralle-

V(x,y) e Fx G p’.o(x.‘.y)-x_

¢ On notera N, {'ensemble {1,2, ..., n}.

Soit f un endomorphisme de E.
On suppose qu'il existe (a, b) € C* et deux endomorphismes non nuls p et g de E tels que :
e =p+g
ay%d et f-a.P+b.q

10 Calculer (f — a-€) o (f = b-¢). Si=a'p+ b.gq.

En déduire que f est diagonalisable.
20 g, Etablir : peg=gqoep=0, pP=p, ¢ =gq.
b. Montrer : S, (f) = {a, b}.

¢. On suppose que ab # 0.

Démontrer que f est bijective et que : VmeZ fh=a™.p+b=.q.

30 Démontrer que p est le projecteur sur Ker (f — a-¢) paralitlement i Ker (f—b-¢) et que g est
le projecteur sur Ker (f — b-e) paralitlement 3 Ker (f—a-e).

49 Onpose F={x-p+y-q|(x,y) € C}.
a. Démontrer que F est une sous-algébre de £ (E) et en donner la dimension.

b. Déterminer les projecteurs qui sont éléments de F.

¢. Déterminer R (f) N F.

Tournez la page S.V.DP.



I"\ai‘a Z. page 169

E.N.S.I1. de PHYSIGUE Optien ™M
s Exenple 2 1 1 111 -
On pose : »
A= 1 21 ¢ J=| 1 1 1|
| 1 1 2 1 1 1

a. Calculer J™ pour m € N,
En déduire A™ en fonction de I et J.

b. Démontrer qu'il existe (a, b) € C* et (B, C) e (9N, (C))telque: VmeN
M= A

A" =a" B + " C.

¢. Déterminer en fonction de B et C quatre matrices M telles que :
II

Soit : P,y Pas -+ Ps » endomorphismes non nuls de E, .
, Xgs «++» % B nombres complexes distincts, . : -
X9 Xy E 1Y Ve YVmeN F-Z#.Pk‘

et f un endomorphisme de E tel que B
" ket
1° Moptrer : YPeC[X] PU)= D P(xn)p
ket
20 On pose : H-II(X-:,,) et pourtout € N,,
k=1 :
nl- H (X-z,‘) et L'- 1 n'.
1cken Iy (=)
. kwt
a. Calculer IT (f). Qu’en déduit-on pour f?
b. Montrer : - vkeN, p"-Lk(f)'
. k. 1 . 0 sikol,
Vérifier que : | Y(k,Il) e N2 Puopy ™ posikml.
¢. Démontrer que : S, (f) = {%s Fas oo %a}-
30 Démontrer que pour k € N, :
Pi cst le projecteur sur Ker (f — %+ ¢) paralitlement & V), = . ‘?‘. Ker (f — ;- ¢).
' tnk

4° On désigne par F le sous-espace vectoriel do £ (E) engendré per {p,, p,, ---» Pn}-
a. Quelle est 1a dimension de F? |
b. Déterminer le nombre d’éléments de R (f) N F.
¢. Quels sont les projecteurs qui sont éléments de F ? ,
[On précisera le nombre de ces projecteurs et les éléments caractéristiques de chaque projecteur.]

5° On suppose n = N.
a. Démontrer : (VY g € £(E)) [gef =feog = g € F).

b. Déterminer le nombre d’éiéments de R (f).

6° Soit A un endomorphisme diagonalisable de E tel que :
Sp (B) = (%, Xgpeees X}

Démontrer qu'il existe n endomorphismes non nuls de E g,, g4, ..., gy tels que

VvVmeN h--2¢'95°
ket Tournez la page S.V.P.
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70 Exemple : 01 -1
On considére la matrice : A= 1 0 -1
-1 1 0

a. Déterminer les valeurs propres z,, x, et x, de A,

b. Calculer L,, L,, L, et les coefficients des matrices :
A, =L (A) A, =L (A) et A, =L, (A).

¢. Déterminer en fonction de A,, A, et A, toutes les matrices M e 9, (C) telles que M* = A.

11

Soit u un endomorphisme u de E tel que :
Ut =0 et u"?r%0,

1° a. Démontrer qu'il existe x € E tel que la famille (x, u (x), u? (x), ..., u*~* (x)) soit libre.

b.Soit P e € [X].  Etablir :
AR (P (u) = 0 = X* divise P).

c. Démontrer que : (a (u) % z=n<N+1)
— )

+ ©
2° a. Déterminer une suite de nombres réels (@, )y« n telle que : Vzel]-1,1] Vits= Z ax =*.

nes k=0
b. On pose : P, = 2 o, Xk,
keo
Démontrer que X* divise P2 - X — 1,
On prend dans la suite du probléme w € C \ {0} et on pose : o= P (ii’) ’

30 a. l{)(é)montrer gue I'ensemble des polyndmes Q de C,_, [X] tels que X" divise Q* — X — «* est
n, w0 Xn,0 } .

b. Etablir : R(s+w-e)p o.

4 g:r:uppou n =N et on prend x € E'tel que la famille (%, u (x), »* (x), ..., s~ (x)) soit
On suppose que g € R (u + w*-¢).
a. Démontrer que g commute avec 4.

b. Prouver qu'il existe P € C,_, [X] tel que g (z) = (P (u)) ().

Etablir : g =P (v).
¢. Démontrer que : a(u+u"¢)‘{Qn.u(“)-—Qq..(“)}-
50 Application : 1000
2100
Soit A la matrice
0 210
0 0 2 1

Déterminer toutes les matrices M telles que M? = A.

6° On suppose que n 3> 2 et que R (u) # 2.
Démontrer que R (u) posséde une infinité d'éléments.
Tournez la page S.V.P.



E.N.5.1. de PHYSIGUE page
Cption M-vatH 2 N
. 0 0 0
70 Soit A la matrice :
A= 1 0 0
0 0 O

a. Déterminer les matrices qui commutent avec A.

b. Déterminer toutes les matrices M & 9N, (C) telles que M* = A,

v

Soit f € £ (E).
Le polyndme caractéristique de f ¢’étrit :
P (x) = [ ] (e - X0
k=t
O X, %3y ..., %, Sont les valeurs propres distinctes de f et «,, @,, ..., @, leurs ordres de multiplicité
respectifs.
On pose E; = Ker [(f — #,-€)**] et on rappelle que @ E.=E.

1€kan

1° a. Démontrer qu'il existe un unique polyndme ®, de coefficient de plus haut degré égal i 1 tel que :
{PeC[X]|P(f)=0}={0, Q]| QecCI[X]].
b. Démontrer que ®, o’écrit :

LR ]

2° Soit g un Sndomorphisme de E tel que g* = £
Montrer :
VkeN, g(E)cE,.

30 Etsblir :

a.[z,-o et a,>°“2"'1]-_-.a(f)-g.

L b O0¢S, (N> R(N¥ 2.

¢. Démontrer que dans le cas ot z, = O et @, > 2 :
\ (R(f) = @) ou (R (f) posstde une infinité d'éléments).

49 On suppose que :
V k € N. ¢k - pk‘

a. Démontrer que si 0 ¢ S, (f) alors :
card (R (f)) = 2".

b. On suppose x, = O et @, = 1.
Démontrer que card (R (f)) = 2",
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