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DEUXI~ME  PREUVE DE MATHEMATIQUES DUREE : 4 heur- - 
Les calculatrices p r o p m m a b l u  et alphnumCnques sont autorisCeS. sous rkserve des conditiorrJ &finies 

dans la circuhire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Notations : 

Dans tout ce problhme n et N sont deux entiers naturels non nuls. 

O E est l’espace vectoriel CN. 

0 i! (E) est l’alghbre des endomorphismes de l’espace vectoriel E. 
On note O l’endomorphisme nul et e l’endomorphisme identitd 

0 C [XI est l’algCbre des polynbmes à coefficients dans C .  
C, [ X 1 est le sous-espace vectoriel de C [ X 1 constituC des polynbmes de degrC infdrieur ou Cgd A IL. 

n 

0 Ptant donnC f E c (E) et P = X” 
1 
k - 0  

on ddsigne par S, (f) l’ensemble des valeurs propres de f, 
par a (f) l’ensemble { g  E J2 (E) 1 ga = f} 

et par P (f) l’endomorphisme de E : 
k - O  

O F et C Ctant deux sous-espaces vectoriels supplCmentaires de E, on appelle projecteur aur F parallb 
lement A C, l’endomorphisme PF, a de E tel que : 

V ( Z , Y )  E F X G  PFJ%+Y)’”. 

0 On notera N, l’ensemble (1, 2, ..., n}. 

1 

Soit f un endomorphiame de E. 
On suppose qu’il existe ( a ,  b )  E Ca et deux endomorphismes non nuls p et q de E tcia que : 

e ‘ P + Q  

f’ P a a 8 p  + & . q .  

f = a . p + b . q  
IO Calculer cf- a . e )  0 (f- b - e ) .  

&duire que f est diagonalisable. 

20a.  etablir : p o q = q O p = O ,  p a s p .  Q”9. 

b. Montrer : S, (f) = { a ,  b } .  

c. On suppose que ab + O .  
DCmontrer que f est bijective et que : 

30 DCmontrer que p est le projecteur sur Ker (I - a - e )  paraliclemeat i Ker (f - b a )  et que g eat 
le projecteur sur Ker (f - b - e) parailMement A Ker (f - a - e )  . 

b 

’1p On pose F = { x . p  + y - q  1 ( x ,  y )  E CS}. 

a. Dtrnontrer que F est une aoua--.lgcbre de J2 (E) et en donner ln dimension, 

b. DCterminer ies projecteurs qui sont CtCments de F. 
c. DCtuminer 1A (f) n F. 

Tournez la page S. V. P. 
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Cdculer Jm pour m E N .  
En dCduire Am en fonction de 1 et J. 

Dhontrer qu'il existe ( O ,  b) E Ca et (B, C) e (9% (C)). tel que : V m E N 
M' = A. 

A" - O" B + b" C. 

D C t h e r  en fonction de B et c quatre mtim t d h  Que : 

II 

Soit : p , ,  p , ,  . . . , pa n endomorphiema non nub de E, 
%,, x,, ... , %,, n nombres complues dintincto, 
et /un endomorphinme de E tel que : 

a -  

V m e N  P - C'.:*P&* 
k-1 a 

20 On pore : 

k - 1  
a 

I I - n ( X - x k )  e t p o u r t o u t l e  Na, 

k- 1 

1 

I c h S a  
h * ï  

a. Calculer ll (f). Qu'en dbduit-on pour / ?  

b. Montrer : 

VCrifier que : 

c. DCmontrer que : 

V k e N ,  

30 Dhontrer  QU^ p o u  k E N a  : 
pk est le projecteur aur Ker Cf- % k ' e )  4 d - t  Vk = @ (f- % I * c ) *  

l ( l * a  
1 Z k  

4 O  On dCsigne p u  F le sous-apace vectoriel de 2 (E) engendrd par { pa , p8,  . . . , p,, 1. 
a Q u d e  eat in dimension de F? 
b. Dtterminer le nombre d'Uhents de tR (f) n F. 
c. Queb sont les projecteun qui ront UCments de F? 

[On prCcisera le nombre de ces projecteurs et les Qbenta curctcrirtiques de chaque proje-.] 

50 On auppoae n = N. 
ta. DCmontrer : 

b, DCtc&er le nombre d'dCmenta de (R (f). 

( v  8 E 2 (El) [60 /œ/ *6  * 8 E F). 

60 Soit h un endomorphisme dingonaliaable de E tel que : 

Dbontrer  qu'il u i a e  n endomorphiemm non nda de E q, , q8, . . . , qn tdr que : 
Sp ( h )  = { x s ,  5 ,  * * * *  xa}. 

a 

... 
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70 Exemple : O 1  

On considbre la matrice : A=[ 1 O I:]. 
- 1  1 

a. DCterminer ies valeun propres x, * 2, et r, de A. 

b. Caicder LI, L,, L, et les coefficients d a  matrices : 

c. DCterminer en fonction de A,, A, et & toutes les matrices M E 912, ( C )  t d c a  que M' = A. 
A , = L ( A )  A , = L , ( A )  et A a - L , ( A ) *  

III 

Soit u un endomorphisme u de E tel que : 
u" = O et un-] # o .  

10 a. DCmontrer qu'il existe z E E tei que la famille (z, u (z) , u' (z), . . . , u"-I (z))  soit iibre. 

(P (u) - O 9 X" divise P). 
b. Soit P E C [XI. ]Etabiir : 

. .  

c. DCmontrer que : 

+ w  

2 O  a. Determiner une suite de nombres réels (ak),, . N telle que : v X E 1- 1, 1[ f G = x a k z k *  

k -  O n - 1  

P" - 2 a* Xk. b. On pose : 

k -  O 

Dhont re r  que x" divise P: - X - 1. 

Q"." = 0 P a  (5>- On prend dans ia suite du problhme O E C \ { O }  et on pose : 

3O a. DCmontrer que l'ensemble des polyn8mes Q de Ca,, [ X I  t& que X" di& Q' - X - 3 est 
{Qn,m* - Qn,,). 

b. EtabEr : a ( u  + d - c )  + 0 .  

4' 0x1 ~ U P P O ~  n - N et on prend x E E tei que Ilr famiile ( x ,  II ( x ) ,  us (z), . . . , IP-' ( x ) )  soit 
iibre. 
On ruppose que g E 1R ( u + ma - c)  . 
a. Ddmontrer que g commute avec u. 

b. Prouver qu'a &te P E Ca,, [XI tel que g (z) = (P (II)) ( x ) .  

]Etabiir : g = P (u).. 

c. DCmontrer que : a ( u  + o a * e )  = {Qn.u (u), - Qm.m ( ~ 1 ) .  

50 Application : r.: : .: :i 1 O 2 1 O 1. Soit A la matrice 

Lo O 2 i J  
DCterminer toutes les matrices M telles que M' = A .  

60 On suppose que n 3 2 et que (R ( u )  + 0 . 
DCmontrer que 1R (u) possbde une infinit4 d'C1Cments. 

Tournez la page S.V.P. 
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70 Soit A la matrice : 

a. DCterminer les matrices qui commutent avec A. 

b. DCterminer toutes les matrices M E 312, (C)  telles que Ma = A.  

IV 

Soitf E E (E) .  
Le poiydme caractdristique de f s'&crit : 

n 

k-f 

oh r, x, 
rsspcctifs 

. . . r, sont les valeurs propres distinctes de f et a, 4,  . . . a, icun ordrce de multiplidt6 

On pose Ek = Ker [(f- % , , . G ) * ~ )  et on nppdle que 6 
l(k4r 

E L  = E. 

lo a. DCmontrer qu'il existe un unique polynbme @, de coefficient de plus haut degd Cgd A 1 tel que : 
{P E C  [XI 1 P ( f ) = O )  {@, Q 1 Q E C  1x11. 

b. DCmontrer que @, s ' e t  : 
A 

20 Soit g un endomorphisme de E tel que g' E f. 
Montrer : 

v E Nn 8 (Ek) c Ek. 

! b * O q 4 S , ( f ) * a t ( f ) P 0 .  

c. DCmontrer que dans ie cae où x, = O et a, 2 : 
I (CR (f) - 0 ) OU (CR cf) posdde une infinit6 d'&mente). 

4 On auppose que : 
V k 6 N, aB = gk. 

a. Dhontrer que si O 9 S, (f) dom : 
cud (1R (f)) = 2". 

b. On supposa x, = O et a, = 1. 
DCmontrer que urd  ( 1R (f) ) - 2"-'. 


